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گزینه 1 1

بنابراین مینیمم مطلق تابع در نقطۀ  رخ می‌دهد.
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آکادمی فدویریاضی 323 دقیقه

6کاربرد مشتق جامع
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واضح است که کوتاه‌ترین ارتفاع، نظیر بزرگ‌ترین ضلع است.

پس ارتفاع نظیر ضلع  یعنی عرض نقطه  با علامت مثبت، ارتفاع موردنظر خواهد بود.

y =′
​

۳ ​)۳ (x − ۳x۳ ۲ ۲
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ریشه‌های  را حساب می‌کنیم:

نیازی به جدول تعیین علامت برای  نیست. حتماً این دو نقطۀ  و  اکسترمم‌های

نسبی تابع هستند. معادلۀ خط گذرنده از نقاط  و  را می‌نویسیم:

f ′

f x = x − ۳x − ۹x ⇒ f x = ۳x − ۶x − ۹ = ۰( ) ۳ ۲ ′ ( ) ۲
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ابتدا نقاط بحرانی تابع را پیدا می‌کنیم، پیوستگی و مشتق‌پذیری  را در  که عدد تغییر ضابطه است

کنترل می‌کنیم:

 ، پس تابع  در  پیوسته است.

 ، پس در  مشتق‌پذیر نیست و  بحرانی است.

پس  اکسترمم تابع است و مقدار تابع در این نقطه برابر است با: 

همچنین مقدار تابع در  برابر  است.

حال مقدار تابع را در نقاط ابتدا و انتهای دامنه می‌یابیم:

پس  و  ، بنابراین  .
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سعی می‌کنیم نمودار تابع را اطراف  رسم کنیم:

تابع در  پیوسته نیست درنتیجه مشتق‌پذیر هم نمی‌باشد. می‌دانیم در نسبت مثلثاتی سینوس، ماکزیمم

برابر 1 است، پس در  تابع ماکزیمم مطلق دارد.

x = ۱

f x =( ) sin( ​ x )
۲
π

[ ]
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۲
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۲
π

( ) sin ​ =
۲
π

۱
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x = ۱
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اگر شیب پاره‌خط  و  را به ترتیب  و  در نظر بگیریم، داریم:

، داریم: با‌توجه‌به زاویۀ 

،  نیز افزایش می‌یابد و چون تابع  در بازۀ  اکیداً صعودی است، حداکثر می‌دانیم با افزایش 

 بیشترین مقدار  را تعیین می‌کند. حال با‌توجه‌به رابطۀ  ، برای ماکزیمم کردن  با‌توجه‌به ثابت

بودن صورت کافی است عبارت مخرج را مینیمم کنیم. بنابراین:

بنابراین نقطۀ  باید یک متر به سمت چپ جابه‌جا شود.

، مجموع این دو عبارت زمانی مینیمم نکته: چون حاصلضرب  و  برابر مقداری ثابت است 

می‌شود که هر دو با هم برابر باشد.
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در ریشه‌های زیر رادیکال تابع مشتق‌پذیر نیست و نقاط بحرانی دارد؛ پس  و  بحرانی هستند.

در  هم که مشتق صفر می‌شود و نقطۀ بحرانی است.

،  و  هستند. پس نقاط بحرانی تابع 

نمودار تابع به‌صورت زیر است:

x = ۰x = ۱
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در  پیوسته هر دو ضابطه، در دامنه‌شان پیوسته هستند.همچنین تابع در  پیوسته است، بنابراین تابع 

است. حال برای مشتق تابع  داریم:

تابع در  مشتق ندارد؛ زیرا مشتق چپ و مشتق راست در این نقطه برابر نیستند. همچنین در  نیز

خط مماس بر نمودار قائم خواهد بود. بنابراین در این نقطه نیز مشتق وجود ندارد.

x = ۰fR
f

f x =′ ( ) ​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧
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عرض نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع برابر با  است. با مشتق‌گیری از تابع طول آن را پیدا می‌کنیم:

طول ماکزیمم نسبی تابع باتوجه‌به نمودار آن برابر با  می‌شود. حالا  را برابر با  قرار می‌دهیم:

​

۴
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​ ⇒
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، تابع  را تعیین علامت کنیم. چون نمودار تابع  داده شده است، پس کافی است برای تعیین یکنوایی 

ها برخورد کرده است؛ پس ها و در  با محور  ها و برای  زیر محور  برای  بالای محور 

جدول تعیین علامت  به‌صورت زیر است:

درنتیجه تابع  در فاصلۀ  نزولی اکید است.

f x′ ( )ff ′

f ′x > ۰xx < ۰xx = ۰x

f ′

f−∞, ۰( )
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مختصات نقطه‌ای از نمودار تابع  را که از خط  کمترین فاصله را دارد،  در نظر می‌گیریم.

 باید کمترین مقدار باشد. حال چون  و خط  نقطۀ برخوردی ندارند )باتوجه به گزینه‌ها(، پیدا

کردن کمترین مقدار  معادل است با پیدا کردن کمترین مقدار تابع  )صرف‌نظر از

علامت آن(. بنابراین داریم:

با تعیین علامت  درمی‌یابیم که  طول نقطۀ مینیمم تابع  است.

fy = x − ۱α, f α( ( ))

فاصلۀ نقطۀ موردنظر از خط : d α =( ) ​

​۲
f α − α + ۱∣ ( ) ∣

dfy = x − ۱
dg α =( ) f α −( ) α + ۱

g α = f α − ۱ = ۴α − ۳α − ۱ = α − ۱ ۴α + ۴α + ۱′ ( ) ′ ( ) ۳ ( ) ( ۲ )

g α = ۰ ⇒ α = ۱ , α = − ​

′ ( )
۲
۱

g′α = ۱g

⇒ d ​ =min d(۱) = ​ =
​۲

f ۱ − ۱ + ۱∣ ( ) ∣
​ =
​۲

۳
​ ​

۲
۳

۲
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 را تشکیل می‌دهیم:

نامعادلۀ  را حل می‌کنیم:

پس تابع  روی بازۀ  اکیداً نزولی است و حداکثر  برابر است با:

f ′

f x =( ) x −۳ x −۲ x ⇒ f x =′ ( ) ۳x −۲ ۲x − ۱

f ≤′ ۰

f x ≤′ ( ) ۰ ⇒ ۳x −۲ ۲x − ۱ ≤ ۰ ⇒ − ≤
۳
۱

x ≤ ۱

f[− ​, ۱]
۳
۱

b − a

۱ − (− ​) =
۳
۱

​

۳
۴
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نمودار مشتق تابع  را در فاصلۀ  رسم کرده‌ایم:

باتوجه‌به نمودار می‌توانیم  را تعیین علامت کنیم:

بنابراین  در  مینیمم نسبی دارد.

f x( )(− ​, ​)
۲
π

۲
π

f x′ ( )

f x( )x = ۰
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این تابع، یک تابع درجۀ دوم کسینوسی است.

در این مدل توابع  کافی است که سه عدد 1 و  و  )به‌شرطی‌که 

باشد( را به‌جای  قرار ‌دهیم و مقادیر به ‌دست آمده را مقایسه کنیم:

پس  و  می‌باشد.

y = (۲ cos x − ۱)(۱ + cos x) = ۲cos x +۲ cos x − ۱

acos x + b cos x + c( ۲ )−۱​

۲a
−b

​ ​ <
∣
∣
∣
∣

۲a
−b

∣
∣
∣
∣

۱

cos x

cos x = ۱ ⇒ y = ۲ + ۱ − ۱ = ۲

cos x = −۱ ⇒ y = ۲ − ۱ − ۱ = ۰

cos x = ​ = ​ ⇒ y = ۲ × ​ − ​ − ۱ = ​ − ​ = − ​

۲a
−b

۴
−۱

۱۶
۱

۴
۱

۸
۱

۴
۵

۸
۹

max(y) = ۲min(y) = − ​

۸
۹

max(y) + min(y) = ۲ − ​ =
۸
۹

​

۸
۷
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می‌دانیم  است، پس:

حداکثر مقدار  زمانی رخ می‌دهد که  به حداقل خود یعنی صفر برسد. پس:

A = ​

sin x − ۱ + ۴( )۲
۱

−۱ ≤ sin x ≤ ۱

−۲ ≤ sin x − ۱ ≤ ۰ ⇒ ۰ ≤ sin x − ۱ ≤( )۲ ۴

Asin x − ۱( )۲

max(A) = ​ =
۰ + ۴

۱
​

۴
۱
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تابع  در فاصلۀ  فقط یک نقطۀ بحرانی  دارد که در این نقطه تابع شکستگی دارد و مشتق

چپ و راست آن نابرابر است.

تابع  در تمام نقاط بازۀ  بحرانی دارد، زیرا یا مشتق صفر است و یا وجود ندارد.

تابع  فقط ریشه‌های مشتقش بحرانی است.

 در فاصلۀ  قرار ندارد، پس این ضابطه فاقد نقطۀ بحرانی است.

حال به بررسی نقاط مرزی تابع می‌پردازیم.

پس تابع در  و  ناپیوسته و در نتیجه بحرانی است. در مجموع نقاط بحرانی 

می‌باشد.

log x∣ ∣۰, ۲( )x = ۱

x[ ]۲, ۵( )

​x −
۳
۱ ۳ ۹x

y =′ x −۲ ۹ = ۰ ⇒ x = ۳

x = ±۳۵, +∞( )

f ۲ = ​ f x = ۲ , ​ f x = log ۲( )
x→۲+
lim ( )

x→۲−
lim ( )

f ۵ = ​ f x = ​ − ۲۷ , ​ f x = ۴( )
x→۵+
lim ( )

۳
۱۲۵

x→۵−
lim ( )

x = ۲x = ۵۲, ۵ ∪[ ] {۱}
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اگر  تابعی مشتق‌پذیر باشد، در این صورت نقاط بحرانی تابع  از حل معادلات  و

 به دست می‌آید.

الف( حل معادلۀ  : فرض می‌کنیم  باشد. چون

 می‌باشد، پس  اکیداً صعودی است و  است پس نمودار آن به‌صورت زیر

است:

پس  یک ریشۀ مثبت دارد.

 

ب( حل معادلۀ  :

پس تابع  فقط یک نقطه بحرانی دارد که آن هم طول مثبت دارد.

P x( )P x∣ ( )∣P x =( ) ۰
P x =′ ( ) ۰

x +۳ x − ۱ = ۰g x =( ) x +۳ x − ۱
g x =′ ( ) ۳x +۲ ۱ > ۰gg ۰ <( ) ۰

g x =( ) ۰

g x =′ ( ) ۰

g x =′ ( ) ۳x +۲ ۱ = ۰ ⇒ ریشۀ حقیقی ندارد

f x( )
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fباید  و  باشد: ۱ =′ ( ) ۰f ۱ =( ) ۳

f x =( ) x +۳ ax + b ⇒ f x =′ ( ) ۳x +۲ a

⇒ ​ ​{
f ۱ = ۱ + a + b = ۳ ⇒ a + b = ۲( )

f ۱ = ۳ ۱ + a = ۰ ⇒ a = −۳ ⇒ b = ۵′ ( ) ( )۲
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فرض کنید طول ضلع مربع برابر  است. در این صورت می‌دانیم  است.

در صورتی حجم ماکزیمم است که مشتق آن صفر باشد.

a۲x + ℓ = a

V = ℓ x =۲ ℓ ( ​) =۲
۲

a − ℓ
​(aℓ −

۲
۱ ۲ ℓ )۳

V =′
​(۲aℓ −

۲
۱

۳ℓ ) =۲ ۰ ⇒ ℓ ۲a − ۳ℓ =( ) ۰ ⇒ ℓ = ​

۳
۲a

max V = ۲۰۰۰ = ​(aℓ − ℓ ) ​ ۴۰۰۰ = a( ​) − ( ​)( )
۲
۱ ۲ ۳ ℓ= ​۳

۲a

۳
۲a ۲

۳
۲a ۳

۴۰۰۰ = a( ​) − ( ​) = ​ = ​ = ۴۰۰۰ ⇒ ​ = ۴۰۰۰
۹

۴a۲

۲۷
۸a۳

۲۷
۱۲a − ۸a۳ ۳

۲۷
۴a۳

۲۷
۴a۳

⇒ a = ۱۰۰۰ × ۲۷ ⇒ a = ​ = ۱۰ × ۳ = ۳۰۳ ۳ ۱۰۰۰ × ۲۷


